CALCULO DE MOMENTOS DE INERCIA

Se unen cuatro particulas de masa m mediante varillas sin masa, formando un rectangulo de
lados 2a y 2b. El sistema gira alrededor de un eje en el plano de la figura que pasa por su
centro. a) Hallar el momento de inercia respecto de este eje. b) Hallar el  respecto de un eje
paralelo al anterior que pase por las masas. ¢) Hallar el I respecto a un eje perpendicular al
anterior y que pase por una masa.

Solucion: I.T.I. 02

a) Si aplicamos la definicion de momento de y' yA
inercia: [ = E m.R’ tenemos que: I

IL=4mb® , I,=4mad’

\/

b) Para calcular el momento de inercia respecto
de los nuevos ejes podemos hacerlo aplicando 2a
la formula anterior o utilizando el teorema de
Steiner:

I.=1 +4mb’

= Ixr=8mb2 , Iyr=8ma2

I, =1+ 4m a*

¢) El momento de inercia respecto de un eje perpendicular al plano de la figura y que
pase por una de las masas (eje z') sera:

L =0+mQ2a) +m(2b) + m[(Za)2 + (2b)2] = 8m(a2 + bz)

Lo cual podriamos haber calculado teniendo en cuenta que todas las particulas de
nuestro sistema se encuentran en un plano y podemos aplicar el teorema de los ejes
perpendiculares: I, =1 +1.
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Calcular el momento de inercia respecto de un eje que pase por su centro
de un disco de radio R y masa M al cual se le practica un agujero
circular de radio R/4 centrado a una distancia R/2 del centro del disco.

Solucién: I.T.I. 01, 04, I.T.T. 04

Podemos tratar dicho disco como la contribucion de dos piezas:

Y A Y A y

= ~(onR})R = %Gan - %anR“

l\.)l»—*

Si llamamos Z' a un eje paralelo al eje Z y que pase por el centro de la pieza 2
utilizando el teorema de Steiner podemos calcular su momento de inercia respecto del
eje Z:

l,= 2+M2( ) =%M2R +M( ) (OJ‘L’RZ)R2 (oﬂR2)(§) =
LR AR L TR TRTVRY (9
=y 0k [omR) ) _20”[4} 7" [ })\2/ \512) 77K

El momento de inercia de toda la placa sera:

9 247
pﬂR4 - Ep R = mpf[R

Finalmente calculando el valor de la densidad superficial o'y sustituyendo:

M aca M aca 16 aca
o= “ = = Tz ( - 2 ) = Iz = 24_7 Mplaca
Aplacu JTRZ —ﬂ(R\ 15 ﬂR 480
\4)
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Calcular los momentos de inercia respecto a su eje de simetria de los siguientes cuerpos:
a) esfera homogénea, b) cilindro hueco de paredes delgadas, c) cilindro homogéneo hueco de
radio interior a y exterior b, d) sistema formado por una barra cilindrica de radio R y longitud

L unida a dos esferas de radio 2R. : C

Solucion: I.T.I. 02

a) Coloquemos nuestro origen de coordenadas en el centro de la
esfera. Si dividimos nuestra esfera en diferenciales de masa dm
con forma de coraza esférica de radio r y espesor dr, todos los
puntos de dicho dm se encuentran a la misma distancia del centro,
por lo tanto si calculamos el momento de inercia polar de la esfera respecto de dicho
centro nos dard:

p R { M \ R
2 2 2
10=frdm={rp4ﬂrdr=p4n?= 7 5

Por simetria el momento de inercia respecto de los tres ejes coordenados X, Yy Z
tiene el mismo valor I, =1 = I ,y ademas se verifica que:
2

L+ +1 =2, = I=I=I-= gMRz

b) En el cilindro hueco de paredes delgadas todos sus puntos se encuentran a la misma
distancia del eje de simetria, con lo que su momento de inercia respecto de dicho eje
sera:

[ = MR’

¢) En el caso del cilindro de radio interno a y externo b
podemos dividirlo en corazas cilindricas de radio r y
espesor dr (todos los puntos de una de estas corazas se
encuentran a la misma distancia del eje de giro). Llamando
H ala altura del cilindro, su momento de inercia sera:

I=fr2dm =}r2p27rerr= pZEH%(b“ —a4)=

a

[ M ) :

1
- (m}MHZ(b“ ~d')= %M(b +ad’)

d) En este caso nuestro objeto se puede descomponer en un cilindro y dos esferas casi
completas. El momento de inercia de dicho objeto serd por lo tanto la suma de los
momentos de inercia de las tres piezas: I, =1 +21.

z zcilindro zesfera *
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Para el cilindro podemos calcular su momento de inercia de forma similar a como
hicimos en el apartado anterior. Utilizando la férmula anterior y haciendo la
sustitucion b = Ry a = 0, tenemos que:

_1 R =

I cilindro 2 cilindro

(onR’L)R* = %an L.

l\.)l'—*

Para el célculo del momento de inercia de las dos piezas
esféricas dividdmoslas en rodajas de espesor dz y radio r
como se muestra en la figura. La relacion entre r y z es:

\'%

JI’I”_,""

ez = (ZR)2 = =4R’-
La cantidad de masa contenida en una de las rodajas sera:
dm = prr’dz

Y la contribucién de cada rodaja, considerada como un disco, al momento de inercia
respecto del eje de simetria sera:

2
z,rodaja = dm ro=

1 1
Epnr“dz = Epn(4R2 - zz)zdz

N =

El momento de inercia de la pieza esférica sera:

Iz', =fd1z,mdaja = f pﬂ(4R2_ Z dZ— I PJT 16R4 8R2Z2 +Z )dZ
Zin. —J-R

L os(256 49 &)
) RTs ‘/_/

Mesfera = fdmmdaja = fpﬂ(4R2 - 52) dz =

) 3(16 \
=pm4Rz- =z = pr R = +3J3
P 39 s T
El momento de inercia de todo el objeto sera:

L (256 49
Iz = Iz,cilindro + 2Iz,esfera p R { 2 (_ + _J—\ }
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Que se puede escribir en funcién de la masa del objeto sustituyendo la densidad en
funcion de ésta:

32
M = Mcilindro + 2M@sfera = ’OJIRZ{L + (? + 6J§>R}

—_—

—+
~ e M ~ | p JEECIEE S -

JTRZ{L+/3—32+6\/§\R} ' L+(2+6J§>R

L (256 49‘/§)R

\ ) \'3

Si hubiésemos considerado desde el principio esferas completas el resultado no
hubiese diferido mucho del anterior (como se puede comprobar dando valores para L
y R) y vendria dado por:

L 512
Z+22R
=12 lup
L+?R

Calcular el momento de inercia de una esfera hueca respecto a un eje que pasa por su centro.

Solucién: I.T.I. 01, 04, I.T .I. 04

Coloquemos nuestro origen de coordenadas en el centro de la esfera. Todos los puntos
de la esfera se encuentran a la misma distancia de dicho centro, por lo tanto si
calculamos su momento de inercia polar respecto de dicho punto nos dara: [, = MR®.
Por simetria el momento de inercia respecto de los tres ejes coordenados X, Y'y Z tiene
el mismo valor [, =1 =1,y ademas se verifica que:
2

2
Ix+1y+lz=210 = IX=I}'=IZ= EMR

Determinese el momento de inercia de un cono circular recto respecto a: a) su eje
longitudinal, b) un eje que pasa por el vértice del cono y es perpendicular a su eje
longitudinal, ¢) un eje que pasa por el centro de gravedad del cono y es perpendicular a su eje
longitudinal.

Solucién: I.T.I. 01, 04, I.T.T. 04

Orientemos el eje X de forma que sea el eje
longitudinal del cono, como se muestra en la
figura. Dividamos al cono en rodajas circulares
de espesor dx y radio r. La relacién entre r y x es:
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=~ (R,
\H)

| =

r
X

La cantidad de masa contenida en una de las rodajas sera:

b)

Fisica

2

dm = prridx = pn(g) x dx

El momento de inercia del cono serd igual a la suma de los momentos de inercia de
todas las rodajas:

Para escribir el resultado en funcion de la masa del cono:

H
2

(am=| ol Y 2o L onR? _ M
M—fdm—Jpn\H} Ydx=zprRH = p=—m

0

Sustituyendo en la expresion del momento de inercia:

LT
I.=—MR
10

Calculemos ahora el momento de inercia respecto del eje Y. Consideremos
primeramente unos ejes Y' y Z' contenidos en el plano de cada rodaja y paralelos
respectivamente a los ejes Y'y Z. Para cada rodaja tendremos:

por simetria: dI . = dI_.

= dl, =dl =
teorema de los ejes perp.: dI, =dI . +dI,

Utilizando el teorema de Steiner podemos calcular el momento de inercia de cada
rodaja respecto del eje Y-

) 1 (R, (R\' & (RY
dly—dlyf+dmx—4p.7T\H}de+p.7T\H/.XdX—pJT\H}

1R ]
Z\E} +1|x dx

El momento de inercia del cono respecto del eje Y sera:
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r 2 2
R |1/ R) 4
L=(dl = | pnl BVI LR ] =
= Jdh= e \H) [4\H/ e
JO
1 1 3 Jill
—pnR*|—R*+H*|H=| =M |-R*+ H’
Spn 2 + ] 5M[4R +H

¢) Consideremos un eje Y., paralelo al eje Y y que pase por el C.M. del cono.
Sabiendo que el C.M. del cono se encuentra a una distancia de su vértice de tres
cuartos de su altura y aplicando el teorema de Steiner:

ul3 \ 3 1
I =1 H = - 2 Nrp2
y Ye.m. \4 ) ch,M._ ZOM[R + 4H ]

Dada la semiesfera x* + y* + 7> = R*, z = 0. Calcular sus momentos de inercia I, I, e I
y x> 'y z

Solucién: I.T.I. 01, 04, I.T.T. 04

Para una esfera completa tenemos que el momento de
inercia respecto de cualquier eje que pase por su centro es: z

2 2
Ix,esfera = Iy,esfera = Iz,esfera = g MesferaR
XN T Y

Cada semiesfera contribuye de igual forma al momento de
inercia de la esfera completa, por lo tanto:

12y eV 2(Ly \pe_| 2 )
X, semiesfera = y.semiesfera = z,semiesfera 5\5 esferu } =Z\5 }R = ngemiesferaR

5 \ 2 esferu

Es decir la expresion matematica resulta ser la misma, dos quintos de la masa por el
radio al cuadrado, pero teniendo en cuenta que ahora la masa de nuestra pieza es la de
una semiesfera, no la de la esfera completa.
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Calcular el centro de masas de medio paraboloide (y = 0) de revolucién alrededor del eje X,
cuyo radio en la base es R, la altura es H, y su vértice se encuentra en el origen de
coordenadas. Calcular sus momentos de inercia I, I, € 1,. Si Y’ es un eje paralelo al eje Y pero
que pasa por la base del paraboloide, calcular /..

Solucién: I.T.I. 04, I.T.T. 01, 04

Sea el semiparaboloide de la figura orientado a lo
largo del eje X, de altura H y radio R. Dado que el
plano XY es un plano de simetria que divide al
semiparaboloide en dos mitades simétricas, el
C.M. se encontrara en dicho plano, con lo cual la
coordenada z del C.M. sera nula:

Zem =0

Para el cdlculo de la coordenada x del C.M.
dividimos al semiparaboloide en rodajas en forma
de semidiscos de radio r y espesor dx. La
ecuacion del paraboloide nos da la relacién entre
la coordenada x y el radio r de los semidiscos:

H R> \?2
= k=F = r=(ﬁ)

H=kR’

El volumen de cada uno de los semidiscos sera:

1, 1 (R
dv = 27‘17}’ dx—zn(Hx)dx

El volumen total del semiparaboloide sera:

H
1 (R 1
1% =fdv = Jaﬂ(gx)dx = ZﬂR2H
0

La coordenada x del C.M. sera:
1 (R 1
fde = —J'L'(—) x’dx=—-nR’H’
2 \H 6

0

= _!de_ %H

C.M. de 3
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Para la coordenada y del C.M. vamos a utilizar los mismos diferenciales de volumen del
calculo anterior, a pesar de que todos sus puntos no tengan la misma coordenada y.

. . : . . 4r
Sabiendo que el C.M. de un semicirculo de radio r se encuentra a una distancia - del

diametro, vamos a tomar esta posicion como la representativa de cada una de las rodajas
utilizadas en el apartado anterior.

H
4 4ry 1
fysemidisco dv = J {_;;\ dV = J (_r> Eﬂrzdx =
0

\ 37) 3
H
(2o [2(R 4 e
‘fsrx' 3\HY) P75
0 0
— fysemidisco dV _ 16R

Vamos a calcular ahora los momentos de inercia del semiparaboloide. Para simplificar
los célculos vamos a realizarlos para el paraboloide completo y después dividiremos por
dos. Si dividimos el paraboloide en rodajas de espesor dx (igual que haciamos en los
calculos anteriores pero ahora las rodajas son circulos completos) la cantidad de masa
contenida en una de las rodajas sera:

R2
dm = prridx = pn(ﬁx) dx

su momento de inercia respecto del eje X serd la suma de los momentos de inercia de
todas las rodajas:

H
1 1 R 1
Ix’pamh‘ =fd[x = I Edmrz = J zpn(?)xzdx= ng‘L’R4H
0

Para escribir el resultado en funcion de la masa del paraboloide:

H
R’ 1 2 2M
Mparah.=fdm= pﬂ: ﬁx dx=§pﬂR H = p=m
0
i . . . 1 5
Sustituyendo en la expresion del momento de inercia: I = 3 M,,.,R

Para el cdlculo de [, I, tenemos que por simetria /, = I . Calculemos ahora el momento
de inercia respecto del eje Y. Consideremos primeramente unos ejes Y* y Z*
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contenidos en el plano de cada rodaja y paralelos respectivamente a los ejes Y'y Z. Para
cada rodaja tendremos:

por simetria:  dl . = dlL.

teorema de los ejes perp.: dI, =dl . + dL.

Utilizando el teorema de Steiner podemos calcular el momento de inercia de cada rodaja
respecto del eje Y:

2

»_1 (R, R 4
dl, =dl . + dmx =Zpﬂ(? x“dx + pr T X dx

El momento de inercia del paraboloide respecto del eje Y sera:

H
4 2

1 R R
I_\,’pamb‘ =fdl}’ = J {Zpﬂ(?) x2dx + pﬂ(g) x dx

0

1 2 1 3 2 1 1 2 2
N=RH+—H|onR ==M  |=R*+H
[12 T3 ]p” 2 " parab. [3 i ]

Para el semiparaboloide los momentos de inercia pedidos serdn la mitad, pero como su
masa ya es la mitad la expresion serd la misma:

M R’

semiparab.

I =

X

W | =

1 b .
Iy = Iz = 5 Msemiparab. I:ER + H ]

El 4rea por debajo de la curva y = a(x/h)", con x entre 0 y h, gira alrededor del eje X y genera
un sé6lido de revolucion homogéneo de masa m. Exprésese el momento de inercia del s6lido
respecto al eje X y respecto al eje ¥ en términos de m, a y n.

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 01, 03

Vamos a dividir ese sélido de revolucion en rodajas circulares de radio y y espesor dx.
La contribucién al momento de inercia respecto del eje X de cada una de las rodajas
sera:

1 4n

» 1 2 2 1 4 1 af X
dl, = 5 dmy =5(pny dx) y =5 pry dx =7 pma (h4n)dx

El momento de inercia respecto del eje X de todo el sélido sera:
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h
4}1 1 . h
I=[dl = p:m h“” dx = pra’ ——

Para ponerlo en funcién de su masa calculamos ésta:

h
2
" h (2n+1)m
m= fdm fpnydx—Jpﬂa(hzn)dx prwa’ el = p=W

0

Sustituyendo en la expresion del momento de inercia:

4
k=3

(2 n+1\|
\4 n+1/

Calculemos ahora el momento de inercia respecto del eje Y. Consideremos
primeramente unos ejes Y* y Z* contenidos en el plano de cada rodaja y paralelos
respectivamente a los ejes Y'y Z. Para cada rodaja tendremos:

. . 1 1
por simetria: dI . = dI... dl.=dl. = S dl_= " dmy? =
= 4
teor. de los ejes perp.: dI, =dI . +dI. = l,oym“ x4 dx
P ) 4 h n

Utilizando el teorema de Steiner podemos calcular el momento de inercia de cada rodaja
respecto del eje Y:

4n

1 2n+ 2
dl, =dl,. + dmx’ = Zpam4 ;4,; dx + pﬂaz(th)dx

El momento de inercia del sélido respecto del eje Y sera:

h

x4n 5 x2n+2
I de pﬂa (h4")dx+ pma (hT)dx

{2n+1\ (2n+1\
\

1
a = —
4 an+l P on3 | Wana1)™ *\3n3)™
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